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Бифуркация расщепления стохастических циклов
в модели Фицхью–Нагумо
И.А.Башкирцева, Л.Б.Ряшко, Е.С.Слепухина
В работе исследуется стохастическая динамика модели Фицхью–Нагумо в зоне пре-
дельных циклов. При малых шумах случайные траектории концентрируются в малой
окрестности детерминированной орбиты исходного невозмущенного предельного цикла.
При увеличении шума в зоне «циклов-уток» модели Фицхью–Нагумо пучок случайных
траекторий начинает расщепляться на две части. Это явление исследуется с помощью плот-
ностей распределения случайных траекторий. Показано, что пороговое значение интенсив-
ности шума, соответствующее бифуркации расщепления, существенно зависит от степе-
ни стохастической чувствительности исследуемого цикла. При помощи техники функций
стохастической чувствительности найдено критическое значение параметра, отвечающее
сверхчувствительному циклу, и проведен сравнительный параметрический анализ эффекта
расщепления стохастического цикла в окрестности найденного критического значения.
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Введение
Анализ вызванных случайными возмущениями изменений в поведении динамических
систем привлекает внимание исследователей в различных областях естествознания. Стоха-
стические флуктуации часто вызывают неожиданный отклик в работе электронных генера-
торов и лазеров, приводят к смене динамических режимов функционирования химических
и биологических систем. Конструктивная роль шумов подтверждается такими явлениями,
как стохастический резонанс [1–3], индуцированные шумами переходы [4, 5], индуцирован-
ный шумом порядок [6, 7], индуцированный шумом хаос [8].
Даже небольшие случайные возмущения могут привести к глубоким качественным из-
менениям в нелинейной динамике некоторых систем. Важной особенностью таких дина-
мических систем является повышенная возбудимость. Классическим примером возбудимой
системы является модель Фицхью–Нагумо (ФН) нейронной активности [9, 10]. Фазовый
портрет детерминированного варианта этой модели отличается высокой чувствительностью
к вариациям параметров и начальных условий. Необходимый материал по этим свойствам
детерминированной системы ФН представлен в разделе 1.
Стохастическая динамика модели ФН в присутствии случайных возмущений иссле-
довалась во многих работах (см. [11] и библиографию к ней). Одним из наиболее ярких
явлений в стохастической динамике этой модели является то, что даже при малых шумах
в зоне устойчивого равновесия вблизи точки бифуркации Андронова –Хопфа возбуждаются
колебания большой амплитуды [12]. Для этих индуцированных шумом предельных циклов
был обнаружен [13] и исследован эффект когерентного резонанса [14–17]. Основным ин-
струментом анализа этих явлений в модели ФН является прямое численное моделирование
случайных траекторий. Методы, основанные на аналитическом подходе с использованием
асимптотик, можно найти в [14, 17]. Анализ вероятностного механизма стохастического воз-
буждения колебаний с помощью техники функций стохастической чувствительности был
проведен в [18].
В разделе 2 данной работы стохастическая модель ФН исследуется в зоне предельных
циклов. При малом шуме случайные траектории концентрируются в малой окрестности де-
терминированной орбиты исходного невозмущенного предельного цикла. При увеличении
шума, наряду с естественным увеличением разброса, пучок случайных траекторий начи-
нает расщепляться на две части. Распределение случайных траекторий в пучке трансфор-
мируется из унимодальной формы в бимодальную. Такое качественное изменение формы
плотности стационарного распределения можно трактовать как особый тип стохастической
бифуркации — P -бифуркацию [19, 20].
Пороговое значение интенсивности шума, соответствующее началу такой трансформа-
ции, существенно зависит от параметров модели и определяется степенью стохастической
чувствительности исследуемых циклов. Модель ФН в весьма узкой параметрической зоне
демонстрирует очень быстрый переход от предельных циклов малой амплитуды к релакса-
ционным колебаниям большой амплитуды. Такой переход происходит через так называемые
«циклы-утки», впервые исследованные в [21]. Эффекты воздействия случайных возмуще-
ний на циклы такого типа рассматривались в [22]. В данной работе в зоне «циклов-уток»
модели ФН при помощи техники функций стохастической чувствительности найдено кри-
тическое значение параметра, отвечающее сверхчувствительному циклу. Для этой зоны
в окрестности найденного критического значения проводится сравнительный параметриче-
ский анализ эффекта расщепления стохастических циклов.
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1. Детерминированная модель Фицхью-Нагумо
Рассматривается система дифференциальных уравнений Фицхью–Нагумо
δx˙ = x− x
3
3
− y,
y˙ = x + a,
(1.1)
моделирующая распространение нервного импульса в аксоне нейрона [9]. Здесь x — транс-
мембранное напряжение, y — переменная активации ионного тока, δ > 0 — параметр вре-
менного масштаба, a — управляющий параметр, определяющий порог возбуждения.
Эта система имеет одно равновесие
x = −a, y = a
3
3
− a,
которое является устойчивым при |a| > 1 и неустойчивым при |a| < 1. При |a| = 1 про-
исходит бифуркация Андронова –Хопфа: при |a| < 1 в системе наблюдается устойчивый
предельный цикл вокруг неустойчивого равновесия.
В данной работе мы фиксируем δ = 0.1. На рисунке 1 сплошной линией изображены
значения переменной y в сечении Пуанкаре x = x детерминированных аттракторов (равно-
весий и циклов), а пунктирной — значения неустойчивых равновесий.
Рис. 1. Аттракторы детерминированной системы для δ = 0.1.
В зоне |a| < 1 даже малые вариации параметра a приводят к существенному измене-
нию формы и размера предельных циклов. Такие изменения показаны на рисунке 2 для
интервала a1 = 0.98  a  0.987 = a2. На этом узком интервале, расположенном вблизи
точки бифуркации a = 1, детерминированная модель ФН демонстрирует переход от квази-
гармонических к релаксационным колебаниям через «циклы-утки».
Важной особенностью исследуемой системы является крайняя неоднородность фазово-
го портрета в окрестности циклов. При малых отклонениях от цикла фазовая траектория
монотонно к нему стремится. Если величина отклонения превышает некоторый порог, то
траектория переходного процесса может существенно удаляться от цикла, совершая ближ-
ние или дальние «экскурсии» (рис. 3).
Как будет показано далее, отмеченные особенности детерминированной модели оказы-
вают существенное влияние на ее поведение в присутствии случайных возмущений.
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Рис. 2. Циклы детерминированной системы для δ = 0.1.
Рис. 3. Фазовые портреты детерминированной системы для δ = 0.1 при различных значениях управ-
ляющего параметра: (a) a = 0.98, (b) a = 0.986313, (c) a = 0.987. Толстой линией показаны предель-
ные циклы.
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2013. T. 9. №2. С. 295–307
Бифуркация расщепления стохастических циклов в модели Фицхью –Нагумо 299
2. Расщепление стохастических циклов
Рассмотрим динамику системы (1.1) в присутствии случайных возмущений:
δx˙ = x− x33 − y
y˙ = x + a + εw˙.
(2.1)
Здесь w — стандартный винеровский процесс с параметрами E(w(t) − w(s)) = 0, E(w(t) −
− w(s))2 = |t− s|, а ε — интенсивность возмущений.
Нас будет интересовать стохастическая динамика этой системы в зоне предельных цик-
лов. Под действием случайных возмущений траектории покидают детерминированный цикл
и формируют вокруг него некоторый пучок — стохастический цикл. На рисунке 4 изобра-
жены стохастические циклы для трех значений параметра a при ε = 10−6: внешний цикл
получен при a = a1 = 0.98, средний — при a = a∗ = 0.986313, внутренний — при a = a2 =
= 0.987. Как видим, разброс случайных траекторий существенно меняется вдоль цикла.
Еще в большей степени этот разброс зависит от параметра a. Если для крайних точек
интервала a1  a  a2 случайные траектории локализованы вблизи соответствующих де-
терминированных циклов, то для внутренней точки a∗ = 0.986313 случайные траектории
в верхней части цикла имеют значительную дисперсию.
Рис. 4. Стохастические циклы для δ = 0.1 при ε = 10−6.
Удобной количественной характеристикой величины разброса случайных траекторий
вокруг детерминированного цикла при малых шумах является функция стохастической
чувствительности (ФСЧ) [23–25]. Необходимый математический аппарат ФСЧ дается в при-
ложении.
На рисунке 5 представлен график коэффициента стохастической чувствительности M
предельных циклов в зависимости от параметра a. На графике в точке a∗ наблюдается
острый пик, отвечающий максимуму функции M(a) и соответствующий циклу, имеюще-
му наиболее высокую стохастическую чувствительность M(a∗) = 1.2 × 1010 в зоне [a1, a2].
Отметим, что в соседних точках a1, a2 стохастическая чувствительность циклов меньше на
несколько порядков: M(a1) = 1.9 × 102, M(a2) = 3 × 104. Такой существенный перепад
значений чувствительности объясняет разницу в поведении стохастических циклов, пред-
ставленных на рисунке 4.
При увеличении интенсивности шума в системе ФН наряду с количественными изме-
нениями могут наблюдаться качественно новые эффекты.
Исследуем более детально распределение траекторий стохастически возмущенных пре-
дельных циклов для a = a∗ при разных значениях интенсивности шума ε. На рисунке 6
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Рис. 5. Фактор стохастической чувствительности M(a).
Рис. 6. Расщепление стохастического цикла при a = a∗ = 0.986313. Сверху — случайные траектории,
снизу — плотности распределения.
представлены стохастические траектории и графики плотности распределения P (y) орди-
нат точек пересечения этих траекторий с прямой x = x при y  y.
Заметим, что с увеличением шума распределение случайных траекторий меняется. При
ε = 10−6 траектории концентрируются вблизи детерминированной орбиты — наблюдается
один стохастический цикл. При увеличении шума разброс траекторий увеличивается, диа-
пазон амплитуд стохастических колебаний расширяется. При ε = 10−5 можно заметить, что
в пучке случайных траекторий возникает две зоны концентрации — стохастический цикл
«расщепляется»: случайные траектории ведут себя так, как будто движение происходит
вдоль детерминированного 2-цикла. Более явно это становится заметно при ε = 10−4. Таким
образом, происходит качественное изменение фазового портрета стохастической системы —
стохастическая бифуркация. Точка бифуркации находится между ε = 10−6 и ε = 10−5.
Это наблюдение подтверждается существенными изменениями плотности P (y) распре-
деления случайных траекторий. При ε = 10−6 график плотности имеет один пик, отражаю-
щий концентрацию траекторий в верхней части стохастического цикла. При ε = 10−5 плот-
ность уже бимодальна. Далее пики расходятся, и при ε = 10−4 отчетливо видны колебания
малой и большой амплитуды (при этом левый пик перемещается в направлении равнове-
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сия). Отмеченные изменения в динамике стохастической системы хорошо иллюстрируются
временными рядами. На рисунке 7 изображены графики координаты y(t).
Рис. 7. Графики координаты y(t) при a = 0.986313.
На рисунке 8 для a = a∗ представлена стохастическая бифуркационная диаграмма
системы ФН — зависимость максимумов плотности распределения по y при y > y от ин-
тенсивности шума ε. Здесь пунктиром изображена координата y неустойчивого равновесия
детерминированной системы. Диаграмма построена по результатам прямого численного мо-
делирования. С помощью бифуркационной диаграммы удалось оценить критическое зна-
чение интенсивности шума, при котором начинается расщепление стохастического цикла:
ε∗ ≈ 3× 10−6.
Рассмотрим теперь зависимость распределения траекторий стохастических циклов от
интенсивности шума при других значениях параметра a, близких к a∗. Как уже отмечалось,
вблизи a∗ размер детерминированных предельных циклов быстро изменяется (см. рис. 2).
Рассмотрим воздействие шума на циклы большой (a1 = 0.98) и малой (a2 = 0.987) ам-
плитуды.
На рисунке 9 при a = 0.98 для двух значений интенсивности шума ε = 10−3 и ε =
= 10−2 изображены случайные траектории системы (2.1) и соответствующие графики плот-
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Рис. 8. Бифуркация расщепления стохастического цикла при a = 0.986313: максимумы плотности
распределения (сплошные линии), неустойчивое равновесие (пунктирные линии).
ности P (y). При воздействии на систему шума интенсивности ε = 10−3 траектории концен-
трируются вблизи детерминированной орбиты.
Рис. 9. Расщепление стохастического цикла при a = a1 = 0.98. Сверху — случайные траектории,
снизу — плотности распределения.
При увеличении интенсивности шума наблюдается появление нового пучка случайных
траекторий, проходящих вблизи равновесия системы и соответствующих колебаниям малых
амплитуд. Это наблюдение подтверждается графиками плотности распределения. Соответ-
ствующая бифуркационная диаграмма приведена на рисунке 10. Заметим, что, в отличие
от случая a = a∗, расположение максимума P (y), отвечающего колебаниям большой ам-
плитуды, практически не зависит от ε, а максимумы концентрации появившихся колебаний
малых амплитуд монотонно смещаются к равновесию.
Исследуем воздействие шума на предельный цикл малой амплитуды для a2 = 0.987.
Полученные результаты представлены на рисунках 11 и 12. При воздействии на систему
шума интенсивности ε = 10−4 траектории концентрируются вблизи детерминированной
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Рис. 10. Бифуркация расщепления стохастического цикла при a = 0.98: максимумы плотности
распределения (сплошные линии), неустойчивое равновесие (пунктирные линии).
орбиты. При увеличении интенсивности шума (ε = 5×10−4) наблюдается появление нового
пучка случайных траекторий, соответствующих колебаниям большой амплитуды.
Рис. 11. Расщепление стохастического цикла при a = a2 = 0.987. Сверху — случайные траектории,
снизу — плотности распределения.
Бифуркационные диаграммы (рис. 10 и 12) позволяют оценить соответствующие кри-
тические значения интенсивности шумов. При a = 0.98 имеем ε∗ ≈ 3×10−3, а при a2 = 0.987
получаем ε∗ ≈ 3× 10−4.
Заключение
Для модели Фицхью–Нагумо исследовано явление расщепления пучка стохастических
траекторий, сопровождающееся перемежаемостью осцилляций больших и малых ампли-
туд. Этот эффект можно рассматривать как особый тип P -бифуркации [19, 20], связанной
с качественным изменением формы плотности распределения случайных состояний стоха-
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Рис. 12. Бифуркация расщепления стохастического цикла при a = 0.987: максимумы плотности
распределения (сплошные линии), неустойчивое равновесие (пунктирные линии).
стического цикла. Действительно, при увеличении интенсивности шума графики плотности
распределения из унимодальных трансформируются в бимодальные. Критическое значение
шума, отвечающее началу такой трансформации, существенно зависит от стохастической
чувствительности возмущаемого цикла. В работе с помощью техники функций стохастиче-
ской чувствительности для модели ФН представлена методика поиска и анализа циклов,
для которых P -бифуркация расщепления происходит уже при весьма малых шумах. Иссле-
дованное в работе для модели ФН явление расщепления стохастического цикла возможно
и в других системах, где наблюдаются «циклы-утки». Так, например, подобное явление от-
мечено в работе [26], где изучалась популяционная модель «фитопланктон–зоопланктон».
Приложение
Стандартной математической моделью систем со случайными возмущениями являют-
ся стохастические дифференциальные уравнения. Рассмотрим общую n-мерную стохасти-
ческую систему уравнений Ито [27]
dx = f(x) dt + εσ(x) dw(t), (2.2)
где x — n-вектор, w(t) — m-мерный стандартный винеровский процесс, f(x) и σ(x) —
достаточно гладкие функции соответствующих размерностей, ε — параметр интенсивности
возмущений.
Стохастическая система Фицхью–Нагумо (2.1) является частным случаем системы
(2.2) при n = 2, m = 1,
f =
⎡⎢⎢⎣
1
δ
(
x− x33 − y
)
x + a
⎤⎥⎥⎦, σ =
⎡⎢⎣ 0
1
⎤⎥⎦.
Предполагается, что соответствующая (2.2) детерминированная система (ε = 0) име-
ет T -периодическое решение x = ξ(t), задающее экспоненциально устойчивый предельный
цикл Γ. В результате действия невырожденных шумов случайные траектории системы (2.2)
покидают детерминированный цикл Γ и формируют вокруг него некоторый пучок. Деталь-
ное вероятностное описание случайных траекторий в этом пучке в терминах плотности
распределения дается уравнением Фоккера –Планка –Колмогорова (ФПК) [28].
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Если характер переходного процесса является несущественным, а основной интерес
представляет установившийся режим, то можно ограничиться рассмотрением стационар-
ной плотности распределения ρ(x, ε), задаваемой стационарным уравнением ФПК. Непо-
средственное использование этого уравнения уже в двумерном случае весьма затрудни-
тельно, поэтому для аппроксимации стационарной плотности используются аппроксима-
ции и асимптотики [14, 29, 30]. Для аппроксимации решений ФПК может быть использован
известный метод квазипотенциала [31, 32] и техника функции стохастической чувствитель-
ности [23–25].
Пусть Πt — гиперплоскость, ортогональная циклу в точке ξ(t). В этом случае с по-
мощью соответствующей квадратичной аппроксимации квазитенциала вблизи цикла для
сечения Пуанкаре Πt можно записать экспоненциальную гауссовскую асимптотику
ρt(x, ε) = K exp
(
−(x− ξ(t))
	W+(t)(x− ξ(t))
2ε2
)
со средним значением mt = ξ(t) и ковариационной матрицей D(t, ε) = ε2W (t). Матрица
W (t) — функция стохастической чувствительности цикла — является решением краевой
задачи
W˙ = F (t)W + WF	(t) + P (t)S(t)P (t), W (t + T ) = W (t), W (t)r(t) = 0. (2.3)
Здесь
F (t) =
∂f
∂x
(ξ(t)), S(t) = G(t)G	(t), G(t) = σ(ξ(t)),
r(t) = f(ξ(t)), P (t) = Pr(t), Pr = I − rr
	
r	r
.
Система (2.3), благодаря экспоненциальной устойчивости цикла, имеет единственное реше-
ние [24].
В случае цикла на плоскости (n = 2) матрицы W (t) и P (t) имеют ранг, равный единице,
и могут быть представлены в виде
W (t) = m(t)P (t), P (t) = p(t)p	(t).
Здесь p(t) — нормированный вектор, ортогональный касательному вектору f(ξ(t)), а m(t) >
> 0 — T -периодическая скалярная функция, задающая дисперсию D(t) = ε2m(t) пучка
случайных траекторий по нормали к циклу в точке ξ(t).
Функция m(t) удовлетворяет [33] краевой задаче
m˙ = a(t)m + b(t), m(0) = m(T )
с T -периодическими коэффициентами
a(t) = p	(t)(F	(t) + F (t))p(t), b(t) = p	(t)S(t)p(t).
Функция m(t) определяет локальную стохастическую чувствительность цикла в точке ξ(t).
Удобной характеристикой стохастического цикла в целом является коэффициент стохасти-
ческой чувствительности M = max
(0,T )
m(t).
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Splitting bifurcation of stochastic cycles in the FitzHugh –Nagumo model
Irina A.Bashkirtseva1, Lev B.Ryashko2, Evdokia S. Slepukhina3
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We study the stochastic dynamics of FitzHugh –Nagumo model in the zone of limit cycles.
For weak noise, random trajectories are concentrated in a small neighborhood of the initial
deterministic unperturbed orbit of the limit cycle. As noise increases, in the zone of Canard cycles
of the FitzHugh –Nagumo model, the bundle of random trajectories begins to split into two parts.
This phenomenon is investigated using the density distribution of random trajectories. It is shown
that the threshold noise intensity corresponding to the splitting bifurcation depends essentially
on the degree of the stochastic sensitivity of the cycle. Using the stochastic sensitivity functions
technique, a critical value corresponding to the supersensitive cycle is found and comparative
parametric analysis of the eﬀect of the stochastic cycle splitting in the vicinity of the critical
value is carried out.
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